A

/

e

THE ROYAL A
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

) §

.
f

A
S

THE ROYAL A
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

Downloaded from rsta.royalsocietypublishing.org

TRANSACTIONS

PHILOSOPHICAL THE ROYAL
OF SOCIETY

Sur la Stabilite de I'Equilibre des Figures Pyriformes Affectees
par une Masse Fluide en Rotation

H. Poincare

Phil. Trans. R. Soc. Lond. A 1902 198, 333-373
doi: 10.1098/rsta.1902.0007

Email alerting service Receive free email alerts when new articles cite this article - sign up in the box at the top right-hand
corner of the article or click here

To subscribe to Phil. Trans. R. Soc. Lond. A go to: http://rsta.royalsocietypublishing.org/subscriptions

This journal is © 1902 The Royal Society


http://rsta.royalsocietypublishing.org/cgi/alerts/ctalert?alertType=citedby&addAlert=cited_by&saveAlert=no&cited_by_criteria_resid=roypta;198/300-311/333&return_type=article&return_url=http://rsta.royalsocietypublishing.org/content/198/300-311/333.full.pdf
http://rsta.royalsocietypublishing.org/subscriptions
http://rsta.royalsocietypublishing.org/

\
A

a

A

THE ROYAL A
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

4
_ g\

ad

>

THE ROYAL
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

Downloaded from rsta.royalsocietypublishing.org

[ 333 ]

VIL. Swr la Stabilité de U Equilibre des Figures Pyriformes affectées par une
Masse Fluide en Rotation.

By H. PorNcari, Foreign Member R.S.
Received October 29,—Read November 21, 1901.

Introduction.

J'al publi¢ autrefois dans le Tome 7 des ¢ Acta Mathematica’ un mémoire sur
I'équilibre d’'une masse fluide en rotation. C'est & ce mémoire que je renverrai
souvent dans la suite en éerivant simplement ¢ Acta.”  Dans ce mémoire je dderis en
particulier une figure d’équilibre particuliere qui est pyriforme, et que pour cette
raison on peut appeler la poire (pear-shaped figure).

Jette figure, est-elle stable 7 La question ne peut pas étre regardée comme entiere-
ment résolue. n effet, comme Va fait remarquer M. ScHWARZSCHILD, le principe
de V'échange des stabilités ne peut pas étre appliqué a ce cas sans modification.

La condition de stabilité peut étre présentée sous deux formes différentes. Soit U
énergie potentielle de la masse fluide (ou plutdt ce que M. Darwin appelle 'énergie
perdue), m la vitesse de rotation, o/ le moment d’inertie. La quantité

U+ ta®S

doit 8tre minimum, w étant regardé comme donné.

La condition est nécessaire et suffisante pour la stabilité séculaire, si on suppose
que la masse est entrainée par frottement par un axe de rotation qui la traverse de
part en part comme dans les expériences de Prareav. Elle est suffisante, mais elle
n’est plus néeessaire, si on suppose que la masse est isolée dans l'espace (¢f. ¢ Acta,’
pp. 298, 295, 367, 369).

Voici la seconde forme. Soit u = w/, le moment de rotation de la masse fluide,
la quantité

#
U=sr

devra étre minimum, p dant regardé comme donné.
~ La condition aussi énoncée est nécessaire et suffisante, si on suppose la masse isolée
dans I'espace. '
Cela posé, considérons la série des ellipsoides de Jacor, et d’'autre part la série des
(a 306.) 5.4.1902.
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334 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

figures pyriformes. Nous aurons une figure de bifurcation qui appartiendra a la fois
aux deux séries, et que nous appellerons le Jacobien critique.

Les figures pyriformes n'admettent pas le plan des wy pour plan de symétrie; on
doit done regarder comme distinctes deux de ces figures, symétriques I'une de Pautre
par rapport & ce plan.  De sorte queles figures de la série pyriforme sont symétriques
deux & deux, & Pexception bien entendu du Jacobien critique, qui admet le plan des wy
pour plan de symétrie. Il est clair que pour deux figures symétriques les valeurs
de w, de J, et de U sont les mémes.

Lensemble des deux séries peut étre représenté schématiquement par une droite
représentant les ellipsoides de Jacosr, et par une courbe ayant cette droite pour axe de
symétrie, et représentant les figures pyriformes. Le point d'intersection de la droite
et de la courbe représente alors le Jacobien critique, et deux points symétriques de la
courbe représentent deux figures symétriques.

Cela posé, si nous suivons la série des Jacobiens en allant du moins allongé au plus
allongé, nous savons que o va en déeroissant, tandis que w.J = p va en croissant.

Si nous suivons la série pyriforme, il est évident que quand nous atteindrons le
Jacobien critique, o atteindra, soit un minimum, soit un maximum, et il en est de
méme de wJ.

Si nous adoptons le premier crittre de la stabilité fondé sur les minima de la
fonction U + 4o%/, le principe de I'échange des stabilités entendu comme il doit I'étre,
nous enseigne ceci.

La condition nécessaire et suffisante pour la stabilité séculaive, si Von supposait la
masse entrainée par la rotation d'un axe fixe comme dans les expériences de PrLATEAU,
serait que w soit mawimum, ¢’est-d-dire plus grand pour le Jacobien critique que pour
les autres figures pyriformes.

Si o est maximum, on aurait pour une valeur donnée de w supérieure au maximum
une seule figure d’équilibre, un Jacobien stable; pour une valeur donnée de o
inférieure au maximum on en aura trois, un Jacobien instable et deux figures
pyriformes stables.

Si au contraire @ est minimum, on aurait pour une valeur donnée de w supérieure
au minimum trois figures d’équilibre, deux pyriformes et instables, et une ellipsoidale
et stable ; pour une valeur inférieure au minimum on n’aurait plus qu'une figure
d’équilibre ellipsoidale et instable.

Si maintenant nous supposons la masse isolée dans l'espace, la condition reste
suffisante, mais elle n'est plus ndeessaire. Pour avoir une condition uécessaire et

Q

&

. . . N , .. - M~
suffisante, il faut avoir recours au second critere fondé sur les minima de U — o

Le principe de 'échange des stabilités nous apprend alors que la condition nécessaire
et suffisante de la stabilité séculaire, c’est que w J soit minimum, c’est-d-dire, plus
petit pour le Jacobien critique que pour les autres figures pyriformes.

Bi @« est minimum on aura pour une valeur donnée de o J
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[’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 335

inférieure au minimum : 1 Jacobien stuble,
supérieure au minimum : I Jacobien instable, 2 figures pyriformes, stbles et
symétriques I'une de 'autre.

81 w o/ est maximum on aura pour une valeur donnée de w o/

inférieure au maximum : 1 Jacobien stable et 2 figures pyriformes, vnstables et
symétriques I'une de l'autre,
supérieure au maximum : 1 Jacobien instable.

La question & résoudre est donc de savoir si @ J est maximum ou minimun ; mais
elle ne peut étre résolue que par un caleul compliqué. Supposons qu'une masse fluide
homogene en rotation se refroidisse lentement, elle prendra successivement (dans la
premiére hypothese w J/ minimum) la forme d'un ellipsoide de révolution de plus en
plus aplati, puis celle d'un ellipsoide de Jacobi, puis celle d'une poire.

Si au contraire on venait & reconnaitre que ./ est maximum et non minimum,
on devrait conclure que cette masse apres avoir pris la forme de divers ellipsoides de
révolution, puis de divers ellipsoides de Jacosr, et avoir atteint finalement celle du
Jacobien critique, subira tout & coup une déformation énorme et une série d’oscilla-
tions, par une sorte de catastrophe subite.

Diverses raisons contribuent & rendre la premiere hypothese beaucoup vraisem-
blable ; néanmoins jusqu'ici la preuve n'est pas faite, et je déclare tout de suite que
je ne 'apporte pas encore dans le présent travail.

Mais quelle que soit I'hypothese qui doive triompher un jour, je tiens & mettre
tout de suite en garde contre les conséquences cosmogoniques qu'on pourrait en
tirer. Les masses de la nature ne sont pas homogenes, et si on reconnaissait que
les figures pyriformes sont instables, il pourrait néanmoins arriver quune masse
hétérogene fut susceptible de prendre une forme d’équilibre analogue aux figures
pyriformes, et qui serait stable. Le contraire pourrait d’ailleurs arriver également.

A la suite d’'une correspondance que j'ai eue avec M. DARWIN, nous nous sommes
mis I'un et autre & étudier la question, et pendant qu’il éerivait deux mémoires sur
ce sujet, et que dans I'un de ces mémoires il déterminait les axes du Jacobien critique,
jobtenais des résultats qui sont l'objet du présent travail. Jai formé l'inégalité
qui doit étre satisfaite pour quil y ait stabilité, mais je ne lai pas traduite en
chiffres, parce que je me défie de mon habileté arithmétique, et que je ne suis pas un
calculateur assez str.

Les notations dont je fais usage différent, malheureusement, beaucoup de celles de
M. DaArRwiIN; elles se rapprochent de celles de mon mémoire des ¢ Acta’ sans étre
tout & fait identiques, parce que je rapporte ici, pour plus de symétrie, les coordonnées
elliptiques & l'ellipsoide :

22

?/S.’,
+a__bg+ =1?

p2 — a® p~ p2 — 2

a?
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336 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DI

et non plus & lellipsoide
a? i & i
9 + Q “ Q + 9 9 = l,’
pP Pt pt e

comme le faisaient LrouviLLe et Lami, et comme je l'al fait moi-méme dans le
mémoire des ¢ Acta.” (Je suppose de plus ¢ > 0* > ¢%, au lieu de supposer b* < ¢2)

Les indices, que jattribue aux fonctions de Liam¥, ne sont pas non plus les mémes
que dans les ‘ Acta.” Les fonctions que jappelle ici *

R, R, Ry R, R

5
s'appelaient dans les ¢ Acta’”:

Y /
Ry, Ry, Ry Ryo By

Cest la fonction Ry, = R;, qui est la plus importante, parce que cest elle qui sert
& définir la figure pyriforme ; on la désigne quelquefois sous le nom de ““ third zonal
harmonic.”

Les fonctions R sont toutes égales, soit & un polyndéme entier en p* soit & un pareil
polynéme multiplié par 'un des trois radicaux

Vit =) =), (=)

soit & un pareil polynome multiplié par deux de ces radicaux, soit & un paveil polyndme
multiplié par ces trois radicaux.

Celles de ces fonctions qui sont égales & un polyndéme en p* seront ce que nous
appellerons plus loin des fonctions de Lawt paires et uniformes.

Caleuls Préliminares.
Sott
) b
o« > P

+ ot s, =

P 2
Py — Po

Iéquation de lellipsoide de Jacosr de biturcation que jappelle £ ; soient p, , v les
coordonnées elliptiques déduites de cet ellipsoide ; de sorte que p = p, est I'équation
de K, en coordonnédes elliptiques.

[* In the paper in the * Acta’ there is a slight inconsistency in the notation adopted, for in one part of
the paper the first of the double suffixes to the R’s denotes the degree of the harmonic, while in another
part it is the second which has that meaning. Thus, for example, R’y is sometimes written R'go. Further
I do not find that R, is used explicitly in that paper.

It may be convenient to point out the identities of the R’s used here with my notation, as used in
“ Ellipsoidal Harmonics ” and “ The pear-shaped Figure of Equilibrium.” They are as follows :—

Ry = Py (v), a constant ; Ry = Pt (v); Ry, = P, ()5 R, = Bi(v); Ry = Ps ().
The identities of the S functions which oceur below are :—
Sl = @0 (V), SZ = 3Q11 (V), SS == 5@3 (V), 84 = 5@%3 (V), S; = 7@3 (l/’>.‘——G. H. DARWIN.]
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I’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 337

* On aura:
(p* — a®) (u* — a®) (V* — a?)
(@® — b?) (a* — &) ’

xd =

de méme pour y° et 2>
On en déduit :

dz __ V (B —a?) (P — &)
dp P (P — ) (& — 1) (a® — &)’

A= <fl)‘2+ (i%)z &P)_ P — ) (P = p?)

d’olt :

ap) T\ )T @ = =) (p— )’

d’olt pour le carré d'un élément d’arc quelconque :
ds* = A*dp* + B*dp* + C*dv*,

ot B et C sont formds avec p et v comme A avec p.
Il vient alors pour AV l'expression suivante :

ABCAY =
dp

d /BC AT d jAC AV
L)+

) +

d (ACdVy | d [ABdV
(]/‘L \ B (Z/J‘/ <

y v\ C dv /) '
Nous désignerons les fonctions de Lamis par des indices.

R, se réduit & une constante ; R, & / (p* — a?); Ryet L, sont les deux polyndmes
du premiére degré en p®; I2; est la troisieme ““ zonal harmonic.” Il faut remarquer
que les indices choisis ne sont pas les mémes que dans le mémowre des < Acta.’

Les fonctions correspondantes S, M, N porteront les mémes indices.

R et SP seront les valeurs de R; et \S; pour p = p,.

Nous introduirons les variables elliptiques 6, 8,, 8, par les équations

lp
d0 = 9 9 Q9 p‘ ) 9 Q
(p* — @) (p* = ) (p* —

0, et 0, étant formés avec u et » comme 6 avec p.
11 vient alors:

1 1 1 o
g 1 2
ol :
1 ; 1 . 1

1 = 2 - l .
P=) P =) 7T (=) =)

(u* — p) (= p?»’ L
Formules relatives av Potentiel d'une Simple Couche.
Le potentiel & I'extérieur aura pour expression
V=>HRSMN,

les H étant des coeflicients quelconques, et & l'intérieur

V=3HESMN.
VOL. CXCVIIL—A, 2 X
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338 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

81 nous considérons maintenant les dérivées dV/dn estimées suivant la normale ; st
nous convenons de représenter par des lettres accentuées les derivées prises par
rapport & 0, il viendra, puisque [ = df/dn —

A Vextérieur

AV

= SHEWSIMN
et & I'intérieur

vV

= SHS'EIMN.

La différence
(RS — SRNYIMN
représente 470, 8 étant la densité de la simple couche, et comme
SR — RS = 2n 41
on aura
4wd = SH (2n 4 1) LUN.
Sidone o densité a pour expression

SBIMN

le potentiel & la surface aura pour expression

4 ) . i
SB ST ROSOMN.
20 + 1 .

Formules relatives aw Potentiel 'une Double Couche.

Le potentiel & l'extérieur aura pour expression

V = 3SHSMN
et a l'intérieur

V= SH RMN
les coeflicients étant différents. Comme la dérivée dV/dn devra étre continue on
aura :

SHS/MN = SII,R' MN.

Posons I = KR\, H, = KS; la différence entre les deux valeurs de ¥ pour
p = py sera :

—~ SKMN (RS, — 8/R,) = -+ SKMN (2n + 1),

Ce sera — 478, 8 étant la densité de la double couche.
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Lnergie de la Simple Couche.

Cette énergie est

[ 1V Sdo
do étant 1'élément de surface.

Si S = SBIMN, V=3B " RSMN
2n 4 1
cela fera

I's ‘*,,.._1_,.,..,,' 2 4 112 N2,
2as - BURS j IMEN? .

Fnergie de la Double Couche.

Je ne calculerai ici qu'une portion de cette énergie, & savoir I'intégrale

lj'l "(ZV‘2+ /(ZV\2+ (AN

S \aT| | —— o > <“__ )

? < de ) ( ay dz

étendue & tous les éléments dr de Uespace sauf ceux qui sont compris entre les deux

surfaces infiniment voisines qui constituent la double couche.  Cette portion est égale a

fdV

N \ a D (l V - b e
Si s=3BMN, U=—3B T RSUN
d’ou
—ors . L RSN,
2n + 1

Définition de la Powre.

Par les différents points de £, je meéne des lignes normales aux ellipsoides homo-
focaux & E; c'est-a-dive des lignes u = const., » = const., et je les prolonge jusqu'a
la vencontre avec la surface de la poire.  Scit do, un élément de surface de £, et dv le
volume engendré par les lignes ainsi menées par les différents points de do, le rapport

dv/do,

sera une fonction de p et de » que je pourrai développer en série de LaME sous
la forme :
. dv/do, = BLEMN;.
2 x 2
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340 PROFESSEUR H, POINCARE SUR LA STABILITE DE

Ce sont les coeffficients & qui définissent la forme de la poire.
Parmi ces coefficients, je remarque :—

1. &, qui est nul, parce que le volume de la poire est égal A celui de &, ce qui
géerit [dv = 0.

. &, qui est du premier ordre.

o O

. & et &, qui sont du second ordre.

S

. Les autres &, qui sont du second ordre, si la fonction M; est paire, uniforme, et
d’ordre supérieur ; et négligeables dans le cas contraire.

Assez fréquemment, et quand il n’en pourra résulter aucune confusion, je sup-
primerai l'indice 0 et j’deriran stmplement do et dv/do au lew de do, et dv/da,

Défination de la Stmple Couche C.

Je consideére la couche attirante formée par tous les petits volumes dv, et situde
par conséquent entre la surface de la poire et celle de L. Je suppose que I'on
concentre toute la masse attirante située dans cette couche sur la surface de E,; nous
aurons ainsi une simple couche attirante, la densité de la matidre sur I'élément do
étant précisément dv/do.

I/attraction de cette simple couche, que jappelle £, est & trés peu prés égale & celle
de la couche C.

Je puis considérer lattraction due & la couche ' moins lattraction due 2 la
couche 3 ; elle peut étre considérée comme due i une matiére attirante en partie
positive et en partie négative ; cest ce que jappellerai la matire {#, comprenant la
couche C prise positivement et la couche % changée de signe.

Calcul dw Potentiel.

Le potentiel V pourra étre décomposée en trois parties :
V=V, 4+ Vy+ V.,

V| potentiel de K;; V,de £; V,; de {H.
Voici quelle est 'expression analytique de V) et de V,,
Pour V| :— '

A Vextérieur de 14,
Vy=A4,S M\N, + 4,85, M Ny + A S MN,,

a lintérieur de I,

V. = A\RMN, + A\ BM,N, + A’ ,R,MN, + A1,
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I’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 341

les A et les A’ étant des coefficients constants et II le premier membre de
I'équation de K.

Rappelons que V| est continue ainsi que ses dérivées du premier ordre ; d’olt I'on
peut conclure d’abord :

AS = A'R", 4,80 =A4/RS, A4S8°=A/R).
Je puis poser de méme :
Yy 4 2= B RMN, + B,R,M;N, + BR,M,N, + By
et jaurai entre les coeflicients B et A’ les relations suivantes :
A + toftBy = A + 0B, =0
BAll =4; A/ANl=AV, = —4nr; A/ +wBy=0.

Quant & V, nous aurons :

A Vextérieur de V, = 2—*:-? ERSS;MN; ,
. . 4 -
A l'intérieur de X, Vy=% ;;77:*{ ERSOMN; .

Caleul de I Energie.

L’énergie totale comprend :—

1. L'énergie due & Uattraction de B, sur lus-méme.

2. Lénergie due au moment dinertie de B,

Ces deux parties ensemble forment W.-

3. Lénergie de By par rapport & 3 (plus l'énergie de rotation). Cette somme
est nulle, car elle est du premier ordre par rapport aux &, et les termes du premier
ordre doivent disparaitre puisque E, est une figure d’équilibre.

4. Lénergie de 3 por rapport a lui-méme, qui est, daprés le mémoire des ‘ Acta,
p- 318:

oms | EAROSPO; 0= [IMANAo,

5. L'énergie de By par rapport & fl, plus U'énergie de rotation de ffi ; on en connafit
les termes du premier ordre, qui sont nuls; ceux du second ordre, qui d’aprés le
mémoire des ¢ Acta,” p. 317, sont :

— 2734E° RS0,
mais il faut pousser le caleul plus loin ; soit done

JLV1 4+ 0 (y* + 2)] dr,
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342 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

ette énergie, oli dr représente I'élément de volume de }, de sorte que

dr = A0ty dbor/ =1 . (1 — ) (6 — v*) (* — ).

Soit do, un élément de la surface de Ly, do I'élément correspondant de la surface
d'un ellipsoide # homofocal & F; (je considére deux dléments comme correspondants
quand ils ont mémes coordonnees elliptiques p et »).

Soit dA un élément de la courbe p = const., » = const., compris entre deux
ellipsoides #7 et & infiniment voisins et homofocaux & %, ; nous aurons

dr = dhdo = 07"
Drautre part ldo == [, do, ol
= ! { = - ! .
(=) (p* =" 0 (pg? ) (pgt —
Si nous posons Vi ol (v + 2] = P,

40 = o, (0= ) pg’ = )t Pl

—_— ’

(p* — %) (p* — %) A

et que nous considérions un instant /2 comme fonction de © ; nous remarquerons d’abord
que dr = dudo,
Développons P par la formule de MacLavurin :

apr o (1

. : v o A
D e P 1, 1,80
] 0 + t du + ] 5 + 6 u

da®

Il va sans dire que la variable auxiliairé v a été définie de fagon & gannuler pour
p = po, et que dans P et ses dérivées on a fait p = p,. Notre variable 2 variera donc
de 0 & dv/do quand on passera de la surface de /5; & celle de la poire.

Alors nous avons pour la portion de I'énergie envisagée :

d"])dud(r() = j ) [llfi do, + jZf <d7» doy, + 1 YZ)P < du) do, -+ 24(8;]- < v >4do‘(,.

doy, du* \da, du? (Zo-

Le premier terme est nul (puisque [dv = 0), le second nous donnerait le terme du
second ordre

dont j’ai déjd donné l'expression d’'aprés le mémoire des © Acta.’
Le troisidme va nous donner des termes en & &, et le quatrieme un terme en &
Je commence par rechercher les dérivées de /” par rvapport & u, en fonction des

dérivées dp/df, d*p/d6>.
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I’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 343
On a P drdd ,/1] A
: dw T dl du a8 " Gar.,, =5 pour p = pys

du? = (ZB du? (6? dw)

|
PP AP P [dE? t
{
P AP dig 3 AP A0 PP (dO\ !
A T a0 dwr T T8 dudvr T A6 ((lu ]

Tout ce que je veux retenir pour le moment c'est que d0/du, d*0/du?, d*6/du® sont
des fonctions de p* et de »* symétriques, paives et wniformes (je veux dirve par ce
dernier mot qu'elles ne changent pas quand p* ou »* tournent autour des valeurs
singulidres ¢, 0%, ou ¢?). Leur développement en séries de Lami ne contiendra done
que des fonctions de LAME paives et uniformes. Il en sera de méme pour dp/du,
d*p/dut, d*p/du® qui entrent dans les formules :

AP dPdp P dPdp 1 ((7p

du

du ~ dp du’ dur T (Zp du? p° > oo (1 Dis)

Nous supposons bien entendu dans les formules (1) et (1 bes) qu'on remplace partout
p par p, & la fin du caleul.

Une autre difficulté provient de ce que £ n’a pas la méme expression analytique &
I'intérieur ou & lextérieur de %,

Si la couche était tout entiere i intérieur de J4, (ce qui ne pourrait avoir lieu que
si on renoncait & 'hypothdse [dv = 0) nous powrrions réduire P & II, & un facteur
constant pres, nous aurions en effet :

r : (A4 + $oiB) B M\N, 4 (4, + $o,*By) 11

le premier terme se réduit & une constante qui n'a pas de dérivées.
11 est aisé de voir que dI1/dp se réduit & un terme en p; de sorte que

a_enen
dp =P dp* ’ ip? o

Nos intégrales se réduiraient done, & un facteur constant prés, &

P11 /dv d*p dp\ P11 [dw\4 d’p dp ’p
® .((bp <d¢r> do [P() dar? <(7u) j} + i’ ,v)‘é <r7cr do | po A + 3 dw d? |”
Jéeris do au lieu de doy, en supprimant l'indice 0, devenu inutile.
Remarquons que les quantités entre crochets sont les dérivées premitre et seconde
de p dp/du

Remarquons en outre que

dldp

—_ 0Q 0
dp du ™ "Z ) B8y

que dp/du est proportionnel & [, et par conséquent d.P/dp et d*T1/dp* & 1/I%
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344 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

Les termes qui nous intéressent sont :—-

1. Dans (dv/do)? les termes 3§,*S& M PN ,* M;N; [* qui donnent

3469 (54 (05F) MENZMN P

(Z?/

AP d clp
(lp du

Il suffira de prendre les fonctions M;N; qui sont paires et uniformes, puisque les
développements de M>*N2, ’d?P/dp* n'en contiennent pas d’autres. Sion se borne

aux formules précédentes, o P est regardé comme proportionnel & IT, nous pourrons

poser
|
dp? — 0

M, étant une constante ; si nous développons alors

0 du da

¢ (P tZP) MEN? = Sq:M,N,

en série de LAME, on aura, pour les termes en question :

«1eae
35626,
Malheureusement toute la masse ffl n'est pas & 'intérieur de k), c’est done

e
I i , MPAN P
. ooy . e el @ [ d
qu'il faudrait développer; et cette expression nest égale & M, 5 <p {-i-g-) M2NG que
pour les points intérieurs & /7.
2. Dans (dv/da)* le terme &M M N* ce qui donne :

d? ] d ( dp

245 [ ‘ Pd”

s > MAN Mo
clp dm \

Nous reviendrons sur tous ces points plus en détail.
6. L'énergie de % par rapport ¢ .
(est

f Vydr

étendu & fH, c'est-d-dire étendu & C'en supprimant ensuite les termes du second degré ;
cela fait, puisque

jVQdeszdudo-:jV d0.+2‘((z_"l7 ({/3) do+ 1 jdw (d@) do,

duw \do do

cela fait, dis-je, puisqu'on doit supprimer les termes du second degré :

(dVy /dv\? Vo [do\
1 (“reler L j /v .
* .‘ du \do ) do+4 du? &da) do.
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I’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 345

Les dérivées d V,/du, ete., se caleculeraient comme d.P/du, ete., et on v ferait & la fin du
2, 3 5 ) 5 y
caleul p = p,.
Les termes qui nous intéressent sont :

dans (dv/da)? 2SEEMNMN, et PEXMPNS;
dans (dv/do)? PBESMPNE.
Quant & V, nous devons distinguer le cas olt il est intérieur & K, ot celui ot fif est

extérieur a K,
Dans le premier cas les termes intéressants sont :

P SEEMENMNRS, P 1o

+3 [, 2T EEMANMNRS, S do

Ly ~z3§54‘M54N5445$ [P 15, L0 +R"S <cze)] o

Dauns le second cas ils deviennent :

jl2~~§‘,f§2M N 2MNR,S, ‘1‘)da-

+3 (B Mg MANPMN RS, do

+ 4 [pe, *M‘-LN‘*%{R 8,0 RS, <‘Z"> ] do.

Si M est en partie extérieure et en partie intérieure & £ il faudra employer une
formule mixte. _

7. I’énergie de fl par rapport & M.

Pour T'obtenir il faut calculer le potentiel de 1 et d’abord revenir sur 'étude du
potentiel d'une double couche.*

Considérons une double couche trés mince, mals non infiniment mince. Elle se
compose de deux surfaces attirantes, 3 et 3/, tres peu différentes 'une de l'autre. Je
considére une série de courbes que jappelle C, de fagon que par chaque point de
I'espace passe une courbe C' et une seule. Ordinairement on prend pour les
courbes C les normales & 3. Dans les applications qui vont suivre, je prendrai
les courbes u = const., » = const.

Deux points de 3 et de =/, se trouvant sur une méme courbe C, sont dits corre-

* Je prie le lecteur de bien remarquer que pendant quelques pages, et jusqu’a nouvel avertissement,
beaucoup de lettres n’ont plus la méme signification que dans ce qui précede et dans ce qui suit.
VOL. CXCVIIL.~—A. 2y
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346 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

spondants.  L'hypothése qui sert de définition & la double couche, c’est que les masses
attirantes qui se trouvent sur un élément de ¥ et sur I'élément correspondant de =/
sont égales et de signe contraire.

Cela posé soit M un point de =, M’ le point correspondant de X', soient Vet V' le
potentiel de la double couche en M et en M. 1l gagit d’évaluer la différence
V- V. _

1. Dans le cas ol la double couche est infiniment mince, on a par un théoréme bien
connu :

V=V =4x5. MM . cosy

8 étant la densité de la matitre au point M, MM’ la distance des deux points
correspondants M et M’, y T'angle de la courbe C avec la normale & X. .

Je rappelle dailleurs que si la courbe € est normale aux deux surfaces, ¢est-a-dive
sy = 0, la dérivée normale dV/dn est continue, méme quand on franchit la double
couche ; et que par conséquent cette dérivée a méme valeur & des infiniment petits
prés en decd des deux surfaces, et au dela des deux surfaces.

2. Supposons maintenant que la double couche soit trés mince, mais non infini-
ment mince. Nous la décomposerons en une infinité de doubles couches infiniment
minces. Pour cela entre 3 et 3 nous ferons passer une infinité de surfaces
S, S oo v, 3, (n treés grand).  Soit /£ un élément de 3, et Ky, B, . . ., K, I les
léments correspondants de =, =, . . ., %, 2. Nous avons sur [/ une masse p et
sur [ une masse — . Plagons sur £, une masse — u et une masse w qui se
détruiront ; faisons de méme pour Ky, K, . . ., E, Associons la masse — p de £
avec la masse u de F, faisons de méme pour tous les autres éléments de J, nous
obtiendrons une double couche formée par les deux surfaces 3 et %;; je lappelle K.
De méme en combinant la masse — p de £, avec la masse p de £, jaurai une seconde
double couche que jappelle K, et ainsi de suite jusqua la double couche K, due aux
masses — w de I, et u de K,_;, et & la double couche K., due aux masses — pu de K
et n de E,.

La double couche proposée est donc remplacée par n -+ 1 doubles couches élé-
mentaires.

Soit alors v et o' les potentiels aux points M et M" d'une double couche élémen-
taire K ; soient P et P’ les points ol la courbe C qui joint M & M’ perce les deux
surfaces de cette double couche élémentaire K. Soient w et w' les potentiels de &
aux points P et P. Soit dl un élément de la ligne C, et dv/dl la dérivée du
potentiel de K le long de cette ligne, nous aurons :

w—w = 476, . PP cosy,,

8, étant la densité au point P et y, I'angle de C avec la normale

iy , , 7,
'e)—w.:—j f-z)dl, w — v =——§ 7 al.
pr dl
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Je puis done éerire :

v — 0 = 458 PP cosy, — J-M/—@ dl
Al
parce que l'arc PP’ est trés petit par rapport & MM’, & la condition d’attribuer sur
cet arc A& dv/dl la méme valeur qu'au point P en dehors de la double couche.
On peut observer que si do est un élément de la surface =, do, I'élément correspondant

de la surface & laquelle appartient P, on aura:

' Sdo = 8,dor,
Nous pouvons done écrire
V=230, V' =3
d’otr : ,
V=V = 4a83PP cosy, ;LZI - [ZE%’CM '
Le premier terme est de lordre de 3PP = MM'. Le second est de lordre de
(MM')?; car dr/dl est de Vordre de PI” et 2’%{ de lordre de 3’PP'= MM'. Nous

pousserons I'approximation jusqua (MM’)%.  Si comme nous le supposons la courbe C
est normale & 3, I'angle y, sera de l'ordre de MM’; nous pourrons done remplacer
‘cosy, par 1, Terreur commise sur V' — 7’ sera de lordre de (MM’)3. Maintenant

dv . . L., .
S = sera sensiblement constant et égal & dV/dn, cest-a-dire  la dérivée de V estimée

suivant la normale au point M et du cété extérieur & la double couche comprise entre
les deux surfaces 3 et 3/,

Appliquons cela & T'évaluation du potentiel de fH, et pour cela revenons encore &
notre double couche 23’ ; soit M” un point de C compris entre M et M’ ; soit v le
potentiel de la double couche élémentaire K au point M”, V" = 30" le potentiel de la
double couche totale.

Supposons d’abord que M” soit entre P’ et M’, nous aurons :

P dy , " My
v—w”—L{dldl’ W — _——L dldl.
d’olr :
7 ’ a d”
v = 0" =478 PP’ cos y, —-[ —dl.
M dl

Si M” est entre M et P, nous aurons simplement :

’ M
N P

Nous aurons done encore

VY — ! dg: — o @f
V= V"= 4mdS PP eosy, ) [ I,

2Y2
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348 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

mais avec cette condition que dans le premier terme du second membre la sommation
ne doit ttre étendue quaux doubles couches élémentaires comprises entre M et M.
On aura comme plus haut :

dv _ av

4= cosy; = L.

do MP [ do )
o, = VT [/U - l]

D’autre part :

d’olt nous tirerons :

. : MM [ do av
Ve V' — YM" L ops it 2117 — M
V= S MM 2w [(ZU, 1] T .
Nous poserons d’ailleurs
do = My
do
de fagon que k soit fini, et que
: LV ,
V—V"=4x8 . MM" + 20kd(MM") — E‘Zh‘* MM
Sile point M7 est au dela de M’, on aura
av

V— V" = daS MM+ 2k S(MM — = MW"

et &'l est en deca de M :
Vv ==y,
dn

Cela posé, partageons la couche C, qui est comprise entre la surface de et celle de
la poire, en couches infiniment minces par une série de surfaces trés rapprochdes, que
jappelle 4y, Ay, 4,, . . ., 4,; A, coincidera avec fi, et 4, avec la surface de la
poire. J'appelle C,la couche comprise entre A,_; et 4,. Je suppose que 'on concentre
la masse de C, sur I, en suivant les lignes p, v = const., qui jouent ici le rdle que
jouaient tout & Theure les courbes C. Jappelle %, la simple couche ainsi obtenue.
Alors S est la somme de toutes les simples couches %, Lattraction de (), moins
celle de =, est l'attraction d'une double couche 1),
a I'ensemble de ces doubles couches.

Soit v le potentiel die & I'ine des doubles couches D), soit §, la densité de =,

et il est clair que M est équivalent

en un point M de H;; soit 1> un point de A4, et M” un point quelconque de M, M’
un point de la surface de la poire. Les quatre points M, P, M’ et M” sont supposé
situés sur une méme courbe u, v = const.  Si alors » et " sont les valeurs de v en
M et en M”, nous aurons :

0= o = 48, MM 2k, MM — MM
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si M est entre M et P; et

dv

v — " = 478,MP + 2705, (MP)* — an MM

si P est entre M et M".
Soit V'=3v et V" = 3% les valeurs du potentiel de fff en M et en M”, nous

aurons :
Ve V' = 4x[378, MM’ + 3"8,MP] + 2ak [5'8,(MM")® + 378 (MP)*]— %MM".

Nous remarquerons dans les parentheses du second membre deux signes de
‘sommation différents 37 et 3 ; le premier 3 s'étendra i toutes les doubles couches
situdes entre M” et la poire, le second 3 & toutes les doubles couches situées entre
M et Vellipsoide K, Nous conserverons le signe 3 pour les sommations étendues 2
toutes les doubles couches.

Posons alors MP = 1, de sorte que —8,do qui représente la masse de la partie de la
couche C, qui correspond & l'élément do sera do,dl, do, étant I'élément de 4, qui
correspond & do ; or '

{ d 1
= kl, dou: &=

‘do_j] (lcrp g kl =1 — ]C],

d’oli enfin
8, = — (1L —kl)dlL.
38, MM" = MM" . [(Fk(MM)* — MM') — (3k(MM"y — MM")]
SV8,MP = Ye(MM" ) — L(MM")
S"(MPY = Lh(MM" ) —5(MM")
et si nous posons un instant pour abréger

MM = e, MM =
1l viendra :

V= V" = dnl($he — ¢ — k0 + {) + 47 (520 — 30) + 20k (L — €)
7
- %Tr]c§3 - 627 ’
ou
- ; , 2 5 av
V— = 47 (3& — L&) + 2wk (30 — (e + (&) — gzﬁ

L'énergie de ffl sur 1 sera représentée par I'intégrale :
1 1
o =vyar,

étendue A tous les éléments dr de C.
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350 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

Or si par M” je fais passer I'une de ces surfaces trés peu différentes de =, et qui me
servaient tout & I'heure & définir mes doubles couches, si jappelle do” T'élément de
cette surface correspondant & do, nous aurons :

dr = do”’"dMM" = do"di
et

do”’ = do (1 — k).

L’intégrale & chercher est done :

Jdodt| 2 (te = 32) + wk (e = 2 — §0) = 2akL (G — 30) + 30T |,

dn

et elle doit étre prise par rapport & { entre 0 et ¢; on trouve ainsi :

f(%m — 3wke* + 16‘—ﬁ\dO'

\

Pour rendre la formule comparable & celles qui préctdent il faut exprimer e et k en
fonctions de dv/do et de do/du, d8/du, ete.
Nous avons d’abord

dy = [d»r :d(rr(l — k) dl = ¢ — Lhe,
0

dw /d {du\3 o \4
e=g+w(i), e=(0T+u(l),

do do,

d’ou:

et pour l'intégrale de I'énergie :

fdo [3m (5] + 3w (50) 197 (5],

Observons que le caleul a 6t fait dans Thypothdse olt la surface de la poire est
extérieure & celle de K. Dans I'hypothése contraire, il faudrait changer le signe des
deux premiers termes et écrire

dv\3 dv\® AV /dv
7 —_—2 S e 122
ja"[ 87 <da’> 3’””(1 ) T, <(za> ] ’

Il reste & caleuler £ Reprenons la lettre ¢ dans son sens primitif, de sorte que

1 1

= S = T e s e
(0 =) =) 0T (o =DM pt — )
@ _ 2
du N
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LEQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 351
Nous savons que k est défini par la rvelation

do”’
=1 —k
do &
si nous reprenons les notations employées plus haut, nous devrons éerirve u au lieu de ¢,
do au lieu de do” et doy au lieu de do, et notre relation deviendra

do —ku;  or @~=l~°,
do, chrO l
on a dong :
by b ce_ua
p* du da® I, du

et enfin, puisque sur Kyon a l = [
1 d**
b= 00
21 du?
Cela posé, dans notre intégrale les termes qui nous intéressent sont :—
1. Dans (dv/do)? les termes 3 &7 % & M 2N ? M;N; I’ qui donnent :

SontlE [ M2AN2MN,. Bdo

(jécris do en supprimant I'indice 0 devenu inutile).
2. Dans (dv/do)* le terme &* [* M* N.* qui donne :
e a( PO s g anra
+ Lug, ( S BMAN Ho.
3. Enfin dans (dv/do)* dV/du le terme intéressant se calculera en supposant tous
les &€ nuls sauf &°.
Cest la portion de I'énergie de la double couche que nous avons calculée au début
de ce travail ; nous n'avons done qu'a appliquer la formule établie au début.
Daprés cette formule, si 6 = 3 B M N est la densité de la double couche, cette
portion de I'énergie sera : ’

o s BRS [0 rara s
—Zﬂ22n+1jl MN?*do .
Mais ici
§—1 dv\? _ LREAN2N.2
= 2\yy) T 2 55 545 -
Si done

PMANR = SBMN

alors la portion cherchée de I'énergie sera :

L BPRTS
bzl

o [aeede
2n 4+ 1

* Je puis done ici reprendre toutes les notations du début de ce travail, et que j’avais abandonnées
momentairement, ainsi qulil est expliqué dans la note de la page 345. On observera que £ est une
constante généralement négative.
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352 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

Unification des Formules.

Une difficulté provient de ce que quelques-unes des formules préeédentes ont une
forme analytique différente suivant que I'élément do de la surface de F est au-dessous
ou au-dessus de la poire. Il est permis toutefois de prévoir quil doit y avoir com-
pensation, et que dans la formule finale nous retomberons toujours sur la méme forme
analytique. Il reste & voir comment se fait cette compensation.

Les termes d’oli provient la difficulté sont (outre ceux dus d laction de {#l sur

)

1. L'énergie de B, sur # dont 'expression est :

.(P g%do_ +1 {(ll’ (dv) o+ [(H’ (1:/?\36% e j’d a5 <la> Jo .

du o/ du?

2. L'énergie de 3 sur i dont 'expression est :

2 ry{ C;W \)2Cl0' + & !rd*‘li ( dff)ddo-.

di® \do

Jobserve que V,, dV,/du, V, sont continus quand on franchit la surface de f, et
quil en est de méme de

P — V=30 (y* + )
et de toutes ses dérivées. Si done jappelle

a2V av, 1Z2 V,

2

_DM

du? ’ dud ’ du du?

les sauts brusques subis par d*V,/du® quand on franchit cette surface, du dedans au
dehors, la différence entre les deux formules qu'il s'agit de comparer sera :

L[ (N T L f (FZEY‘ e
6 [ <(lcr> D du? do + 4 do D i

pour laction de E; sur i, et

(0

pour laction de ¥ sur .

e

Caleul de D - o L

Nous nous servirons pour ce caleul de I'équation suivante :—
DAV, = 4Arw,

puisque AV, = 0 & l'extérieur, et — 47 d Uintérieur.
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Or si nous nous rappeions lexpression de AV et que le D de dV\/du, d*V,/dp?,
dV,/dv, d®V,/dv® est nul ; ainsi que celui de dV,/dp, il vient:

ABC. DAV — D ([)(/ (7V> BC __ d? l/

A dp) T alap
d’olt
>V,
_Dyo = A*DAV, = dud?.
p
Donc .
BV, @p AV, [zp>2 &V, , (dp\ﬂ
~~~~~ = D= (=5 D= Amd? () = .
D da? du? D dp du) D dp? 47TA \du) i
BV
Calcul de D ——*.
du?
Calculons d’abord D »-~~]~'~§~ ; pour cela nous nous servirons de :—
IAV]
D= =0,
dp
Si nous observons que :
a* av, a2V, @V,
Dogp =D 0 =P 11,71}, =D Zz,m,,

et de méme pour les dérivées correspondantes par rapport & », je puis éerire :

dA 'V, d d (BCdV,
D Tz]f =D; dp [ABC’ dp\ A dp )]

Mais d’ailleurs on a :

Adp = glﬁ = olu

BO:H},

H étant indépendant de p; nous pouvons done éerire :

}%0 {Z_’/ H/ d V ) 1 (.B(v d l/r> . lo Ll <_E7[0 dV1> « ((777—
Y Bt Rl 2o )

4 dp TP du’ ABCdp dp ) — Hdu\ P du P
= D™ e @ (IR 1 @V, ddl e
0=2D du ZOD(ZW <Z (h(/) dud T Pdu ;Zz; 7
d’olt enfin :
B3V 4dl
= g 4T = 16wk

VOT. CXCVIII.—A., 2 7
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Calcul de D v,
dat

D’apres la propriété fondamentale des surfaces attirantes, on a :

av, dw
D_o-lz? = — 47 g
Caleul de D @ V

Pour ce calcul nous nous servirons de

BC AV, oy & [dV,
0=DaV,=D [ABO dp < A dp— >:| WP du <Z2du>

AV, o 2dl o dVy

D2 Bdw duw
d’olt enfin,
&V, dv 2di
awr = dar do ldu — 877]6

Tin résumé la différence entre les deux formules qu'il s'agit d'identifier sera :—

1. Pour l'action de K sur 4§

(D R o4 (00 D5 o = 3 (o 3 [ (5 e

2. Pour Taction de ¥ sur {#l

W52, 0o+ 3 (%) DU o =~ () do = 4w (1) do

3. Pour laction de ff sur
Tv\3 L, [dv\* av /dv dv\3 [dv\* AV [(dv\?
2 (N g (N 1 __§ mz( ,,,,, >__; v _w>
Jdo- [3W<da> + ok <do-> T du ((Z0'> } Clcr[ 57 e, l \do +1 du \do
‘dv\3 dv\*
— 4 i 2 L [
= g chr) do + 3775’]” <da> do.
soit au total zéro.

Nous pourrons donc employer indifféremment l'une ou l'autre formule sans nous
inquiéter de savoir si la poire est au dessus ou au dessous de l'ellipsoide, pourvu que
Pon se serve des formules correspondantes pour le calcul de tous les termes.

Nous choisirons désormais 'hypothése intérieure.
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Groupement des Formules.

Nous allons maintenant grouper ensemble les telmcs de méme forme, afin daddi-
tionner leurs coefticients.

Nous avons d’abord & envisager les termes en & &;; le premier que nous trouvons
est (—-

\MAN 2N Pdo.

du,

0s [*P d d
bk o b (b o

dp® du

Nous avons posé
EP T,

11, étant une constante. Nous avons d’autre part :-—

G A df _ (o= AP = ) = ) (o = 1) e = ) _ J(p) P
(P — 1) (p* — %) Pl

T dfdu P

en désignant par f'(p) une fonction de p et par /, ce que devient / pour p = p,. Nous

" déduisons de 1y :—

d [ dp\ dp 1? 0dljduw __ ff 1 Ldl|du

EZZL( [lu} =s'p )(mg flp)—— LT l”+ 2f(p) ——

O

et pour p = p,:

d [ o\ _ 1 p

du (\P du) T op P+ Zf( )dw
Qu’est-ce maintenant que d{/du pour p = p,?

On trouve
di_didp _ flp)dl P _ 7(p) dl

dv ™ dpdu  p dp l p dp’
Calculons encore la dérivée seconde :

d* [/ dp
rlu”( du /) ’

Nous venons de trouver :

pd!
a e\ _ SR A
du (pdu p 2 T p P

On trouve de méme :

pl gy
B\ _ (I S S 6 @) 2t
42 \P au dp< p 17 < 08 ) 1 R P

222
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356 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

ou pour p = p,:

@ de T4 (ff ) S U pll A ey (N
(Vw* <P (Zz(,> p (7p + (\ P’ o8 >l dp +o5 0 SZ <L7p> +1 dp?

Posons

IO‘/‘-/ = HU'/V“‘ = $5.
P p

A, et B seront des constantes dépendant seulement de p et faciles & caleuler, On
aura, pour p = p, :

d o dp il

1, <p~~) =+ 2

du\" du

Or nous avons posé plus haut :

o / (/p . ,
n (/z/\’odq,> M N 277;2’:[,;2\7;

’

et nous avons trouvé que le coéflicient cherché était égal & $7:Q;, nous avons posé
un peu plus loin :—

PMJPNJ® = S8,M;N,

Fn rapprochant toutes ces formules, nous trouvons :—
=q6+ B .
Nous avons trouvé ensuite comme terme en & &2
, 7570 . N R
PMANJIMN,;,— R/Sdo + R, S; ZM;N;M#V,:T dao.
* h o,

Si nous observous que df/du se réduit a [ pour p = p;, nous trouverons pour le
coéflicient en question :

2

n o 2 T3 N\
7B <%R 555 -+ o, 7 RIS

Enfin dans I'énergie de f#l sur fff nous avons encore un terme en & &, qui a pour
coétlicient :

— 277"(11/[521\7 SMNPdo = — 28,0,

Je prends le signe — parce que jai adopté I'hypothese d'apres laquelle ffl est
intérieur a K,
En réunissant tous ces termes, je trouve que le coéflicient définitif de & & est

B

) 2
B + 2RS4  w RS+ 27T> + 10,5,

3 A
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Remarquons encore (ue nous avons trouvé :—

dPdp _p. dp .
dp du R a7 1{289

Nous pouvons en déduire :
% .
A = —taRS,"; B=—in RS, .
P P
Je rappelle que § 7 f n'est autre chose que le volume de K|,

Passons maintenant aux termes en &;; le premier que nous rencontrons a pour
coéflicient l'intégrale :

C%j]) " d? t_l_P ST 4 11 f R 7(? / (/p i
2l (b AN do = 2 5 (i) MAN o

Supposons que l'on veuille développer en série de Lami la fonetion

IILEN
et soit
PMPNGE = ST:M:N;

les I; étant certains coétlicients, qui naturellement dépendront de p, nous en
déduirons —

) i
ar’ 3- M, u\ g E M,N,

[3%(‘”) + B ]M NG =y
dp“

11 est clair alors que nous aurons pour le seul coéfticient qui nous intéresse, qui est
TI's et que je désignerai simplement par I' :—

I =00 = jl5M54'N5‘*d0";

a

ar dl i dl
0,0 =4[ B AN o; 0, j[:sld( )+z4 —-]M4Nwa

@ .
Cela nous montre, en rapprochant de l'expression de o (p Zu) que sl nous posons

pour abréger :

LS a (f7y. S g LS
@l—.24PdP<P>’ B, = 48< P pg)’ B=s

le coétlicient du terme envisagé en &3 sera :

(I &
AV R
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358 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE
Vient ensuite comme terme en &'

N 72 o (AN
1%( 1 [ PN { RS @0 + RS, <(€> -‘do-.

5 du? it
Pour le calcul de ce coéflicient, 1l nous taut d?8/dv®, quant a (d0/du)® cest 12
Or nous avons :
aé P9 2dl dp 97 dt f

du ) dir Ty dpdu T T dpp

0

ce qui nous donne en définitive pour le coétlicient cherché :

D ! T fdl
= RS0+ = RS- 0,
o1 v BRSNS i i’ 3
Zl ) d ) 2] ) )P
Iintin dans I'énergie de M sur 4, nous avons deux termes en &% le premier a pour
coéflicient

73 y 1
1 (PO sy s TAT s
67 J’(Zu? PMEN o =~ Jlyur b dp Oy,

(je prends le signe — & cause de I'hypothese intérieure) et le second

0
n oA 1

ife

BERS,
£

2=

En réunissant tous "ces termes, nous brouvons finalement pour le coéfficient

de &4 :—

Lo £ f1dr
@1 + ‘221"7TR 5'55J rQ, + [El -+ ’:711‘1’7“!/'" R 5‘5:3 - ‘1172'77 /’ o Q;
p p ldp
R v O dy e R.8.0
B g LA IR

Observons que £7;S; est égal & £2,5; au factenr constant prés K;/R;, qui est égal
d’aprés l'équation de Lami a un polynéme connu du second ordre en p%  D'ailleurs
RS, est égal au facteur § pros & F,8,, qui figure dans Vexpression de I1,, et cela
parce que le cotfficient de stabilité correspondant & R, doit sannuler pour Vellip-

soide £

Caleul du Moment o Ineriie.

Le caleul de J est plus facile ; nous avons en effet

J o= f(y‘“’ -+ 2%) dr
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’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 359
lintégrale étant étendue d tous les éléments dr de la poire ; le moment d'inertie de
ellipsoide £, sera

Jo= |5 + #2) dr
Iintégrale étant étendue d tous les éléments dr de T'ellipsoide, et la différence .J — o/,

sera la méme intégrale étendue & tous les éléments de la couche comprise entre
lellipsoide et la poire. Posons

v {
Q=y+2=Q+u" +.

Nous aurons

J—J, = dewhunKQO u:ﬁcmmfwaU«z +4 (% (%Ydm

Il nous faut done calculer @, et d@/du, nous avons posé plus haut
Q=B RMN, -+ BRMN, + BRMN,+ By 11
Pour p = p,, I est nul ; de sorte que :
Q, = BR°M N, + B,RM.N, + B,R°M,N,.

Comme les fonctions f2 ne sont définies qu’a un facteur constant pres, nous pouvons
supposer que £, = 1, et que le coéfficient de p* dans £2; et dans f2, est égal & 1.
On trouve d’autre part :

ae _ 9 (p* =0 (* = 1?)
dp (0 — a?) (0* — ¢*)

e

(¢ —a®) (¢ —?)
d’olt :

i (=10 =) | (=6 =)
du - Zfl l:(bg —a?) (I — ) (¢* — a?) (¢* — b"):] ’

Cette expression peut facilement se mettre sous la forme :

W = GIM\N, + CIMN, 4 CJM,N,

ol les (' sont des coéfficients numériques faciles & déterminer.
Nous trouvons d’abord :

[QO — do = {lda-(BlRloMlNl + ByBOM N, + B R M, N,)%&MN; .
d’olr :
(@9 do = EBILO, + EBRIO, + €810, = EBRL0, + €,BR0

(car nous savons que & est nul).
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360 PROFESSEUR H. POINCARF SUR LA STABILITE DL

1 4@ [dv\*
QLZQ/, do do.

Nous pouvons réduire (dv/da)? au terme unique :

EMAND,

Passons au calcul de

Le terme cherché se réduit done 2 :
LEP gl?’M SN ? (C’IMGN1 + C.M,N, + CMN,)do
c’est-a-dire & :
&7 (G160, + CyB,04 + C,8,0,)
de sorte que finalement :

J = J() + §3B3R30‘Q’3 + S!LB/}RQ'O‘Q’{L + 19‘5’52 (OIIGT“Q‘I + CYSB?;QS + O4~B4-Q4<) ’

Le calcul des cosflicients ByR,°Q, et B,12,°0, est aisé.
Si en effet a, by, ¢, sont les trois axes d'un ellipsoide, on sait que son moment
d’inertie est :

o o
J = 15 abie; (b7 4+ ¢?)
d’ol :
dJ  dar dJ e dJ 4o )
;];rlz "1% Z)](:l (1)12 + (312), dT)l o 15 06101 (Sblg + (512), fZCI o= i‘g [)1()_1 (blg’ + 3(}12) .

S1 nous ajoutons A ellipsoide une couche infiniment mince d’épaisseur,
1€ Moy,
la figure reste ellipsoidale, mais les trois axes subissent des aceroissements
[0 MON,O, [9E MAND, [9¢ M. ON ©

o (9, My¥, N (v =1, 2, 3) sont les fonctions I, M,, N, ol on a fait respective-
ment —

Pours =1 w=1= v = pP=p
7;—"'—"2 pro= v = C P = P
1 =38 p=a v=>0 p = py

On voit alors que

077.7

o 1 dJ .
0 e JO D] ro(l) ;(,- (2) ((2)4 7"0('3." Bty (€)) B AT 3
BoRy0g = (IMON o G IOMONS S MO
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I’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 361
Dans les dérivées d.J/da,, ete., on a fait bien entendu

) = \/(P02 - “2)’ b=/ (p)* — [)2)> 6= \/<P02 — ).

On trouverait de méme l'expression de 5,10,

Condations de la Stabilité.

Soit U I'énergie de gravitation de la masse envisagée, J le moment d'inertie,  la
vitesse angulaire ; I'énergie totale sera :—

U+ Lo’J
Soit w, la vitesse angulaire de l'ellipsoide critique #, et posons :
W=U+to>
w® = w,®+ 2e
notre énergie totale sera
W 4 eJ.

Nous avons trouvé plus haut le développement de W et celui de J jusqu’d I'approxi-
mation qui nous convient ; nous avons d’abord :

W= W, + 660+ Hofsi =+ 2@;‘55&-

Nous avons appris & calculer les coéfficients G, H, et @;; nous remarquerons :
(1) que les &; ne sont autre chose que les coéflicients de stabilité ; (2) que G est nul,
et qu’il en est de méme de @) ainsi que de tous les coéfficients @); qui ne se rapportent
pas a une fonction de Lawmi paire et uniforme. Comme | se compose de deux
parties qui joueront un réle assez différent, j'éerirai :

H,= IT + IT,
H=[6, + fim R S1T0, + | By + om0, — 2m L |0 0,4+ 5,7 o,
B2R.S,
/e 1 Mi N )
H = — lz3 ol O

Nous avons d’autre part :

J=Jdo+ y& + viés + viés

et nous avons appris plus haut a calculer les coéflicients 1.

On obtiendra les équations qui définissent la poire, en éerivant que les dérivées de
Pénergie sont nulles ; on trouve ainsi : -

VOL, CXCVIIL—A, 3 A
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362 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE
1. Par la dérivée par rapport & &, :
2110652 + ey, + 2@1’5’ =0
2. Par la dérivée par rapport & &; :
Goby + Q&7 +eyy =0
Par la dérivée par rapport i &, :
26 4,5«[; -+ QL&;Q -+ €Yy = 0

4. Par la dérivée par rapport aux autres & :
2G:6E4 Q=0

Le rapprochement de ces diverses équations donne :

w0

Qz 3V 44
f [ZH —-2 _,+ 6(')/0 W g%).—_o.

La quantité dont il faut déterminer le signe, c’est :

wd — o), = v, (S —-«0)—|— 7

73 L7
—e (w R >

Qs’)’s (L)4,'Y4 om
Yo — ZG QG'L - ‘[

Or

J — JO f 9 ( Qs')’a gz;)’4.>

Posons alors

d’ol
QL, o
S e — 2H — 21

£
& r
On voit que la quantité dont il faut déterminer le signe sera :

of —wiy _ g 1 <i v v ( o ’
(A) o =1t 7 ot 26, 26, \22@ 2H —21T).

Il est aisé de vérifier que cette formule (A) est homogene ; voici ce que jentends par
a.  Les fonctions de Lami M; ne sont définies qu’a un facteur constant prés, et nos
formules, pour avoir un sens, doivent &étre homogénes par rapport A chacun de ces
facteurs constants arbitraires. L’intégrale

Q= j IMAN Ao

est évidemment proportionnelle & la quatridme puissance de ce facteur, puisque ce
facteur entre également dans M, et dans V.
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Nous devons done vérifier que la formule (A) est homogene par rapport d Q,, et
en particulier par rapport & @, Pour derire, par exemple, qu'une quantité (B) est
proportionnelle & la o° puissance de Q, et a la B8° puissance de ©Q;, j’écrirai :

B oC Qza Q5B .
Je trouve ainsi :

B, = [Z3M52N SMNdo Q5O

d’ou
Biox d-ﬂz c0,.0,7F
" dp 5
De méme :
L, = (Z5IW53N SMNdo o 0507
d’ou v
I'; o QF)J}QL}

et

ar i’l‘

N'=T.0c — - ..
Oocdp o« (lpgoc 5

On trouve ensuite :

Qi oc B2 o Q0 /Q;
HoelQ, 025 H oo Qe Q) Goc 0,

L@

et enfin
zg —9H — 2 02,

i

Les coéfticients appelés plus haut B; et C; dans le calul de o sont proportionels &
Q,7%, ce qui donne :
¥o & OB, o= Bin/Q; o Oy ;5

s o ByQy o0 \/bs 3 Ve Dyl o \/bﬁzic

Qe B/ =
G'i o Qi @\/QLOC 95
et enfin
7 Q.
D’autre part :
Jy vt O
w—oz- o ‘Cy_l ch—; o]l

et
J. 9 2
70 A —_ V4 x 1

w26, 26,
de sorte que finalement le second membre de notre formule (4) est homogene et de
degré 1 par rapport & Q, et ne contient pas les autres Q.

3 A2
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Détermination des Intégrales.

Dans les codfficients et les formules qui préeedent entrent diverses intégrales, et
nous devons chercher & les calculer.

Les axes de Tellipsoide F, étant supposés connus, on formera aisément les
diverses fonctions 22, ce v'est quune affaire de caleul algébrique ; on a & résoudre
diverses équations algébriques, et ces équations sont du second degré pour toutes les
fonctions de Lamiz dordre 0, 1, 2, 3, et pour quelques unes de celles d'ordre 4 et 5

Les fonctions F2; étant formdes, on aura immédiatement les valeurs RY, qui corve-
spondent & p = p, et aussi celles des dérivées successives R/, R, ete.

2. Dans nos équations figurent les intégrales S;; or le caleul de ces mntégrales
se raméne & celui des intégrales définies :

<a;>

Quelle est la forme de la fonction -, qui figure sous le signe J? Nous allons

RL
Pexprimer en fonction de l'argument elhpthue 0, et nous emploierons la notation ¢ et
¢ de WEIERSTRASS.  Soit

II; étant le produit de 0, 1, 2, ou 3 des facteurs /(p* — a?), /(p* — %), v/ (p*— cg) et
II'; un produit de facteurs de la forme p*—N\;% Nous poserons :

Podmel) = PeBR=e(l) = P =p(0) =
e et e=0;
pPl=9(0) =a* — e, =0 — ¢y = ¢ — ¢y =% (0> + b* +°).

d’ou

Nous avons d’ailleurs comme on sait :
S/J ((01) = el? ‘Q (wz) - 62) g') (ws) == 633

La valeur zéro de Vargument @ correspond & p = o, et nous appellerons 6, et I,
les valeurs qui correspondent a p = p, ou & p = M.

Considérons alors la fonction 1/R? comme une fonction doublement périodique, et
décomposons-la en éléments simples. Les éléments simples seront :—

1. Un terme constant.

2. Des termes en

sO—w)  $(0—w)  9(0—a)

provenant des facteurs ,/(p® — ¢?), /(p* — 0%, +/(p* —¢*), qui peuvent exister
dans 2.
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3. Des termes en

0 +e)—L(0—e) #(0—c)+9(0+ec)

provenant des facteurs p? — A%

Les coéflicients de ces divers termes, sauf” le terme constant, peuvent se déterminer
par un caleul purement algébrique.

Quant au terme constant, c’est une fonction lindaire non homogene des £ (¢), fonction
lindaire dont les coéfficients peuvent se calculer algébriquement.

L/intégrale indéfinie contiendra donc des termes en

0, 00(c), L((0—w) L((0—w) ((O—w) g
L0 — )+ L(0+ <)
ce qui donnera dans Vintégrale définie des termes en
Op; 0l(e)s  L(0) — o)) + L(w) = {(b) — @) + n:5

0 + e,
log ﬁEeii (0 —e)+ L0, + ). '

6 (0 + )
é (6— 6/<> ’

Le calcul de S; se ramene done au caleul de ces diverses quantités. Connaissant S;,
on aura immédiatement &'; et S”; par les formules

R/Z'SL' - RL’S/,' = 2n + 1 5 I{”Z'AS; -_— R;S”Z' = 0.
4. Nous avons ensuite les intégrales doubles :

Q, = f IMAN2do.

M? est un polyndéme entier connu en ¢(6,) ; N7 est le méme polynome en ¢(0,);
nous avons d’ailleurs :

ldo = d6,d0,/ — 1 (v* — p*) = d6,d6>,/ — 1 [¢ (6,) — ¢ (6,) ].
Quant aux limites d'intégration, elles sont donnédes par les équations
662>[.L3> b2> I/2> CQ',
d’out
e, >9 (0))>e,>9 (05)> ¢y
ce qui montre quil faut faire varier 6, depuis w, — w; jusqua w, + wg et 0, depuis
wy— o, Jusqud w;+ o, le long des cotés convenables du rectangle des périodes.

Les limites étant constantes, l'intégrale double se raméne & une combinaison
d'intégrales simples :

= /—1. U M2, | Neo (6;)db, — | N2do, [ Mds (6)) olﬁl] .
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366 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DE

Ces intégrales simples se calculent d'une fagon treés simple.  On peut par un caleul
algébrique décomposer M? et M9(0)) en éléments simples, c’est-d-dire, en polyndme
dont les termes sont des multiples de ¢(0)) et de ses dérivées. Parmi ces termes nous
retiendrons seulement le terme constant et le terme en ¢(6). Le premier donnera
comme intégrales w, et wy, le second 7, et n; & un facteur numérique preés.

Le calcul de O, est ainsi ramené & celui des périodes w et 2.

5. Nous avons ensuite les intégrales

0B = !Z3M59N52M£Nida == 1. [ PMAN MN[0 (6,) — 9 (6,)]d6,d0,,

Tei encore M,* M; est un polyndéme entier en 9(6,) et N;* N; est le méme polynéme
en ¢(6,). On a dailleurs:

. 1 _ 1
- (p? — %) (ps* — v*) o [9(6) — 9 (0)] [p (0) — 9 (6]

Notre intégrale double se raméne encore & une combinalson d’intéorales simples.
s p

0fi=y—1.[ 0 () = 9 (0)

MPMA6, ( NN (6,) db, “ N2NdO, J’ ﬂ[sgﬂl,-ga ( 9‘) (16‘1]
L)y @) —p(0,).) ¢ (92) — ¢ (6) R (62> — 9 (6y) ’

Le calcul se fait de la méme maniere. Chacune des fonctions sous le signe | doit
étre décomposée en éléments simples, ces éléments sont une constante; ¢(f)) ou ses
dérivées, et enfin :

9 (00)
L0, + 0,) — (0, — 6)) — 20(6,) = —— .
( 1 U) ( 1 O) ( 0) 5"’((}1)"‘59(00)

Les coéflicients de cette décomposition pouvant se caleuler algébriquement,
I'intégration introduira, outre les périodes o et 7, deux transcendantes nouvelles,
qui seront '

(0, — w0y — 0) 6 (0, + o, + 0,)
O(o, + 03— 0,) 6 (0, — oy + 6,)

— 47(0,) ws + log = A0y — 4wyl (6,)

6 (w3 s 90) 14 (w3 + @, + 0,) -
- 4C (90) “ T log é(“’s + o — ‘90>é (03 — o) + ‘90) o

4”’7160 — 4o { (60)

qui se raménent d'ailleurs toutes deux a ¢, et & {(6,).
6. Nous avons ensuite I'intégrale

0, %

dp

qui est la dérivée de la précédente par rapport & p. (Ici p est, bien entendu, pris
égal & p,.)

Elle dépend des dérivées par rapport & p des quatre intégrales simples qui figurent
dans 'expression ci-dessus de Q,3;.
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La dérivée de chacune de ces intégrales simples se calcule d’ailleurs aisément.
Chacune de ces intégrales est une somme de produits ot 'un des facteurs est

L, o, m, ou nilhy — ;4 (6,)

et olt 'autre facteur est un coéfficient calculable algébriquemetit.
La dérivée de ce coéfficient par rapport & p, sera ainsi calculable algébriquement,
et quant a la dérivée du premier facteur elle sera :

0, 0, 0, ou ;20— o, ) _ po 1 = 09 (6,)]

Aoy~ dpy T Ul — ) (o =) (o7 = A}

Il ne s'introduit done aucune transcendante nouvelle.

7. Considérons maintenant l'intégrale :

o, = [ BMAN Mo

Nous aurons :
1

4 — =
[ (61) — 9 (6)

[0(6,) — 9 (0T
d’'our :

_ M6 N (6,) db, TONMO, [ Mg (6,)de ]
Q0 =,/ —1. 1 LR - : reel B
g 4 [( [ (0,) — ¢ (0,)F [ [ (6,) — ¢ (6,)F [ [p (6,) — @(90)]’*} o (6) — (0,

On opérerait toujours de la méme maniére en décomposant chaque fonction sous
le signe | en éléments simples. Les éléments simples seront ici, outre une constante
?(0,) et ses dérivées :

é(el + 90) - 6(01 - 90) — 2{ (00)’
4 (‘91 + 60) + 50(61 - 00) - 2¢ (00)'

Liintégration introduira done les mémes transcendantes que dans le cas de Q,8; et
en outre (par I'intégration du dernier élément simple que je viens de citer):

et

4n; — 4w wn)’

ce qui n'est pas une transcendante nouvelle.
7. Il ne nous reste plus que les intégrales

ar N

Q Q.
U(Zp’ [N

qui sont les dérivées de la précédente.

En raisonnant comme dans le cas de d;/dp, on verrait que ces intégrales n'intro-
duisent pas de transcendante nouvelle.
- Le calcul de ces transcendantes ne peut présenter de difficulté si I'on emploie les
formules de WEIERSTRASS réunies et mises sous une forme si commode par les soins de
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368 PROFESSEUR H. POINCARE SUR LA STABILITE DR

M. Scawarz.  On n’a qu'a employer des séries trés convergentes procédant suivant
les puissances de la quantité que Jacosr appelle ¢ et WrirrsTrRASS 2. D’ailleurs dans
le cas de lellipsoide £, la valeur de ¢ est si petite que l'on pourrait s'arréter au
premier terme. Ainsi dans le caleul de 8;, de I', de leurs dérivées et de O, on ne
rencontrera aucun obgtacle; car il ne gintroduit quun petit nombre de trans-

cendantes :
@y, W, Ny, N, Z(en): Hn-

Le calcul ne serait pas tout & fait aussi facile pour S; de sorte que dans ce cas, on
pourrait recourir avec avantage aux développements donnés par M. DarwiN & la
fin de son mémoire “ Ellipsoidal Harmonic Analysis,” et qui procédent suivant la
quantité qu'il appelle B.

Si les axes de Tellipsoide jacobien critique sont comme I'a caleulé M. DArRwIN dans

son second mémoire
0:65066; 081498 ; 1:88583

on trouve, sauf erreur de calcul de ma part :

wymt

hy = ¢~ o = 557
w, = 0°53790 ; wy =1 X 0°90528 ;
7, = 11956 ; My = — 1 X 0:9080;

00 = 027501 ;
{(8,) = 0°71640.

Nowvelle Expression des Conditions de Stabilité,

La détermination de chacune des intégrales ne présente done aucune difficulté, et
le caleul serait en somme facile si ces intégrales n’étaient en nombre infini.
te)
Rappelons le résultat obtenu plus haut. La povre sera stable ou instable, suivant
que lexpression
1/ K AN
T+ ’<”’O’ — o = o 2o, = 2H — fZH,>
7\ oy L\ 26,

’

sera. positive ou négative.
Or nous pouvons tout de suite remarquer que parmi les quantités qui figurent dans
cette expression

Al b
], tT()ﬂ w()?: Vs Yo (’3: GM H
ne dépendent que d'un nombre fini d'intégrales, tandis que

@7 SIS
f;O, et I = 3271'2 B""*”Qi

% 2n - 1
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dépendent d'une infinité d’intégrales. Toute la difficulté provient donc du calcul de
la quantité

Z=3 o

Heureusement il ne s’agit pas de calculer la valeur exacte de cette quantité, mais
de reconnaitre si elle satisfait & une certaine inégalité. Pour étudier cette inégalité,
il faut que nous mettions en évidence le signe de plusieurs de nos quantités.

Commencons par les coéfficients de stabilité . Si nous suivons la série des ellip-
soides de MACLAURIN, tous ces coéfficients sont dabord négatifs. Le coéfficient
(7, changera de signe, tous les autres restant négatifs, quand nous arriverons &
Vellipsoide de bifurcation, qui est en méme temps un ellipsoide de MacLAURIN et un
ellipsoide de Jaconr. Mais & partivr de cet ellipsoide de bifurcation, on abandonne
la série des ellipsoides de MacL.AURIN pour suivre celle des Jacobiens.

Pour cette série le coéfficient ¢y est également négatif, en vertu du principe de
I'échange des stabilités convenablement interprété. Pour les premiers Jacobiens
jusqu’au Jacobien critique, tous les coéfficients ; seront done négatifs sauf ;. Pour le
Jacobien critique, tous les (; sont negatifs sauf G, qui est nul, et 6, qui est positif.

Déterminons ensuite le signe de

Jo v vt

Tl 26, 26, "

Je renverrai & mon mémoire du Tome 7 des ¢ Acta,’ et au paragraphe intituld
Stabilité des Ellipsoides. Jai expliqué dans ce paragraphe que tous les Jacobiens
sont stables si T'on assujettit (d titre de liaison) la figure de la masse fluide d rester
ellipsoidale, c’est-a-dire si 'on assujettit tous les & & étres nuls sauf & et €,

J’al exposé en méme temps la condition de la stabilité, qui avec notre notation
actuelle s'écrit

(1)02

W— Wy =55 (] = T2 <0,

ou comme il g'agit de petites déformations

W W, = (] — J ) < .

2%/,

En supposant tous les & nuls sauf & et &, et remplacant W— W et J — J, par
leurs valeurs, nous trouvons

g
o,

(a8 + €0 — o ('}’,gﬂ, + '}’454)2 < 0,
=0

e qui entraine l'inégalité

VOL., OXCVIIL~—A, 3B
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370 PROFESSEUR 11, POINCARE SUR LA NTABILITE DE

Comme w,?, J, et (7, sont positifs et (7, négatif, I'inégalité change de sens quand
o> 0 3 g ]

on la divise par - G G, ce qui donne
(’J ki < Jo N
20./ w,* 2, 46,0,
ou
o (o _ 75 _ ,,’Yf> <0
o/ \wt 206, 20,

ou enfin
Y < 0.

Passons & la détermination de signe de 7. Powr cela nous allons envisager lo
coéfficient (5 pour un ellipsoide de Jacosr tres peu différent du Jacobien critique.

Soit I/, cet ellipsoide, et $w,* 4 € la valeur de fo® correspondante. Nous pourrons
considérer € comme définissant Uellipsoide /7 ; nous supposons e trés petit.

Soit ensuite Sune surface peu différente de I/, et de F/. Soit do’ un élément de la
surface de I, et I’ la quantité qui joue par rapport & £ et & do’ le méme role que /
par rapport & f) et & do.  Par les différents points de do’ je méne des courbes
normales aux ellipsoides homofocaux & IV, et je les prolonge jusqu'a lewr rencontre
avec S, Soit dv’ le petit volume ainsi formd. Je supposerai que la surface S ait
6t¢ définie de telle sorte que 'on ait

dv'Jdo’ = nll M N ;

7 tant un coéfficient constant trds petit, M;* et N.* les fonctions qui jouent par
rapport & /'y le méme réle que My et N, par rapport a £,

Soit maintenant do un élément de 14, par do menons des courbes p = const.
v = const. prolongées jusqud S, et soit do le petit volume ainsi engendré. Nous
poserons

dv/do = IZ§&MN,

de sorte que les coéfficients & pourront servir & définir la forme de S. Il est clair
que les & sont des fonctions de e et de n, développables suivant les puissances de ¢ et
de 7.

Pour € = 0, lellipsoide £ se réduit & %, et tous les & sannullent & l'exception de
&, qui se réduit & 7.

Pour 9 =0, la surface S se réduit & /) ; alors & et & sont des quantités du
premier ordre, e étant regardé comme de premier ordre, tandis que les autres & seront
du deuxiéme ordre.

Si done € et y sont regardées comme des quantités du premier ordre, & (en excluant
les valeurs 7 = 3, 4, 5) sera du deuxiéme ordre, parce que tous ses termes contien-
(£, g

Je ot b te

dront en facteur soit €, soit en; & et &, se véduiront & goeetd
I le €

4 des quantités


http://rsta.royalsocietypublishing.org/

A
/i \

e

THE ROYAL
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

3

/N

y i
Y 4

Y |

P

S

THE ROYAL
SOCIETY

PHILOSOPHICAL
TRANSACTIONS
OF

Downloaded from rsta.royalsocietypublishing.org

I’EQUILIBRE DES FIGURES PYRIFORMES. 371

pres du deuxieme ordre; & se rvéduira & 5 A des quantités prés du deuxieme
ordre.

Nous devons caleculer W 4 eJ.

Dans ce qui va suivre, nous négligerons les quantités du quatrieme ordre et en plus
¢’ et €. Dans ces conditions nous pouvons négliger d’abord tous les monémes du
quatrieme ordre par rapport aux £, et arréter le développement de W suivant les puis-
sances des & au troisitme ordre inclusivement. Nous pouvons également négliger
les mondmes du troisitme ordre multipliés par e, et par conséquent arréter
le développement de eJ suivant les puissances des ¢ au deuxiéme ordre inclu-
sivement.

Nous négligerons en outre : les £* (7 9= 3, 4, 5) qui sont du quatridme ordre ; les
mondmes du troisieme ordre en & et &, qui sont au quatridéme ordre prés égaux a un
myltiple de € ; les termes en & & & (13, 4, 5; b, j=3, 4, 5), qui sont du
quatriéme ordre ; les termes en e, (1 3= 3, 4, 5), qui powrraient figurer dans eJ, parce
quils contiennent € en facteur et par conséquent sont, au quatridtme ordre prés,
¢gaux & un multiple de € plus un multiple de €.

Dans ces conditions nous devons consevver les termes suivants :

dans W' W= W, 4 G2+ (&7 4+ Q.6 + Q.65
dans e/ : ef = eJ, + ey &’ + eys&s + evaéy,
d’ot:

Wtel = (Wo + 6’]0) + Gsfsz + G%Eﬁ + Q3€52§3 + (Qfl.fsﬁgL + 5')’05:,:2 +€')’;5'§3 + 6’)’»&&'
Pour n = 0, cette expression se réduit i
W, = (vVo + 5'/0) + G675+ GLES + ey;&; + €yi€i

et ses dérivées doivent sannuler, puisque le Jacobien est une figure d’équilibre,  On
aura done :

DYl N —_— . —

20,6, + eys = 2046, + ey, =0

olt, & des quantités pres de Vovdre de €, ou de e,
- V3 Vs
== e, f=—[e
Comme & se réduit & 5, pour e = 0, on aura

! e = e A 7 o Ryys Qv
W el = (Wit o)+ | <G;; ) F e (v - 2, ™ 26,
en négligeant €, e, en®, n%.  Iin faisant n = 0 il vient

)/

W, = (W, + eJ,) — 1(
3B 2

7 «xf >
G,/
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